Dynamika stochastyczna

w jednodotkowych studniach potencjatu

Barttomiej Dybiec

bartek@th.if.uj.edu.pl

iy

%

X

<N

Zakiad Fizyki Statystycznej,
Instytut Fizyki Uniwersytetu Jagiellonskiego

Sympozjum Zaktadow Licznych Instytutu Fizyki — SZLIF
Krakéw, 21 kwietnia 2017


bartek@th.if.uj.edu.pl

Wspotpraca:

@ Aleksei V. Chechkin (Poczdam)

@ Alexander A. Dubkov (Nizny Nowogrod)
@ Werner Ebeling (Berlin)

@ Ewa Gudowska-Nowak (Krakow)

@ Igor M. Sokolov (Berlin)

@ Krzysztof Szczepaniec (Krakdw)



Skomplikowane oddziatywanie badanej czgsteczki
z otoczeniem moze zostaé opisane przy pomocy szum. Dlatego
szum wptywa na dynamike uktadéw.
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R. Metzler and J. Klafter, Phys. Rep 339, 1 (2000) za J. Perrin, Ann. chim. et d. phys. VIl 18, 5 (1909).



Opis uktadéw zaburzanych szumami

Rownanie Langevina (rownanie Newtona z szumem):
X(t) = —yx(t) = V'(x) +&(1),

moze zostac zapisane jako

Iolxet ol

Gt e A :
X = —v—V(x)+£(1)
Roéwnanie Kramersa

8P N GRf T e 92P

gdzie
P = P(Xa v, t|X07 Vo, tO)
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Opis uktadéw zaburzanych szumami

W przypadku przettumionym (duze ~) predko$¢ szybko osigga
swojg warto$¢ rownowagowa

dv
e 0.
Witedy z réwnania
avil y
== =7 = V() +£(0)
dostajemy
dx  —V'(x)
== +£(0)/7.

Ewolucje gestosci prawdopodobienstwa P(x, t|xo, ) opisuje
réwnanie Smoluchowskiego
OP(x,t) 0 02

_ | % 9
BEEY 7 8XV(X’t)+D28x2 P(x,t).
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Stany stacjonarne

Dla réwnania Smoluchowskiego

oP(x,t) |0 02
| ox Ox?2

5 —V'(x,t)+ D2] P(x,t)

stan stacjonarny istnieje dla kazdego V(x) takiego, ze
V(x) — oo dla |x| — oco. Jest on typu Boltzmanna-Gibbsa

P(x) x exp [—Vg;)} .
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1D zmienne a-stabilne

— Zmienna losowa X jest stabilna jesli

AXMD £ BxX@ L cx +D.

— Jesli D = 0 zmienna losowa X jest Scisle stabilna.
— Zmienna losowa X jest symetryczna jesli

Prob{ X} = Prob{—X}.
— Zmienna losowa jest a-stabilna jesli C = (A* + B*)'/*, gdzie
O<a<g
Funkcja charakterystyczna a-stabilnych zmiennych losowych
exp [—o®|k|* (1 — ifsignktg %) + iuk]
jesli a#1,
exp [—alk| (1+iB2signkIn k|) + iuk]
jesli a=1,

¢(k) —F {eikX} L

(<&

gziea € (0,2], € [-1,1],0 >0and u € R.

G. Samorodnitsky and M. S. Taqqu, Stable Non-Gaussian Random Processes, (Chapman & Hall 1994).



1D zmienne a-stabilne

Funkcja charakterystyczna

exp [— o K| (1 — iBsignk tg %) + :pk] . for a#1,
(k) =
exp [ —olk| (1 +iﬁ%signk|n|k\> +i,uk] ; for a =1,

@ asymptotyka P(x) o [x]~(e+1)
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Opis uktadéw zaburzanych szumami

Pojedyncze trajektorie:
@ réwnanie Langevina
x(t)==V'(x,t) +{(t) = P(x,1).

Gestos¢ prawdopodobienstwa:
@ réwnanie Smoluchowskiego (« = 2)

2
P — [ZV/(x,0) + Doy | PUx, 1),

@ utamkowe rownanie Smoluchowskiego (0 < a < 2)
Pl = 5 [V/(X)P(x, )] + Do 2570, gazie
B?X\a O ==[* %6_’kx\k|af(k).

V. V. Yanovsky, A. V. Chechkin, D. Schertzer and A. V. Tur, Physica A 282, 13 (2000).
D. Schertzer, M. Larchevéque, J. Duan, V. V. Yanowsky and S. Lovejoy, J. Math. Phys. 42, 200 (2001).
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Utamkowe réwnanie Smoluchowskiego

Réwnanie Smoluchowskiego

[67

oP(x,t) 0 {8V( )

OF » DX brees 00 t)] gixja T XD

gdzie

e T dk
g X == | o

e~ ™ |k|F(k).

Transformata Fouriera réwnania Smoluchowskiego

oOP(k, t)
ot

P. D. Ditlevsen, Phys. Rev. E 60 172 (1999).

= VP(k, t) — |k|*P(k, ).

D. Schertzer and M. Larchevéque, J. Duan, V. V. Yanowsky, S. Lovejoy, J. Math. Phys. 42 200 (2001).
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Stany stacjonarne

Potencjat paraboliczny

x? " 0
8IAD L a—1¢ D _ ’k’a
%= —sgnk|k|*"'P — P =exp (—a> .

Stan stacjonarny jest symetryczng gestoscia a-stabilna.
Potencjat czwartego stopnia

g . o3

1
Pt = ey

A. V. Chechkin, J. Klafter, V. Yu. Gonchar, R. Metzler and L. V. Tanatarov, Chem. Phys. 284 233 (2002); Phys. Rev. E by
67, 010102 (2003).



Stany stacjonarne (V(x) = x*/4)

Dla a = 2 stan stacjonarny jest
typu Boltzmanna-Gibbsa:
S P(x) x exp[— V(x)].

Cauchy —
04 ¢ Gauss 1
0.35 1 1
03| ] V2 X4]

Pa(x) = =1, &Xp [—4

X 025+
@ 02} I( 4)
0.15 | 1 )
01t 1 Dla 0 < a < 2 stany stacjonarne
0.05 A 1 nie sg typu Boltzmanna-Gibbsa.
T, 41 o 1 2 3 Wszczegolnoscidla a = 1
X
A. V. Chechkin, J. Klafter, V. Yu. Gonchar, R. Metzler and 1
L. V. Tanatarov, Chem. Phys. 284 233 (2002); Phys. Rev. P (X) —
E 67, 010102 (2003). 1 -

m(x* —x2+1)
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Jednodotkowe studnie potencjatu (V(x) = |x|°)

DlaV(x)=|x|°za<2:

—

stany stacjonarne istniejg dla
c>2—aq,

asymptotycznie:
P(X) X ‘X‘O‘% ’

dla ¢ > 4 — « stany
stacjonarne sg
scharakteryzowane
skonczong wariancja,

przejscie pomiedzy
jednomodalnymi

i dwumodalnymi stanami
stacjonarnymi zachodzi dla
c>2.

V(x)

A. V. Chechkin, J. Klafter, V. Yu. Gonchar, R. Metzler, L. V.
Tanatarov, Phys. Rev E 67, 010102(R) (2003); J. Stat.
Phys. 115, 1505 (2003).

B. Dybiec, I. M. Sokolov, A. V. Chechkin, J. Stat. Mech.
P07008 (2010).
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Prostokatne studnie potencjatu

Dla prostokatnej studni potencjatu (bedacej granicg
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S. I. Denisov, W. Horsthemke and P. Hanggi, Phys. Rev. E 77, 061112 (2008).
B. Dybiec, E. Gudowska-Nowak, E. Barkai and A. A. Dubkov, Phys. Rev. E (2017).
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27D zmienne a-stabilne

— Wektor losowy X = (Xi, ..., Xq) € RY jest stabilny jesli dla
kazdego A > 0i B > O istnieje C > 0 i wektor D taki, ze

AXM 4+ Bx® L cx 1 D,

gdzie X() i X2 sg niezaleznymi kopiami X.
— Dla D = 0 wektor jest scisle stabilny.
— Wektor X jest symetryczny jesli

Prob{X € A} =Prob{—-X € A}

dla kazdego zbioru Borela Aw RY.
— Wektor jest a-stabilny jesli C = (A* + B*)'/« gdzie
O<a<o.
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27D zmienne a-stabilne

Funkcja charakterystyczna d-wymiarowej zmiennej a-stabilnej
6(k) = E [6"kX)] gdzie X = (X;,..., Xq) € R

exp {~ [, 1(k, )| [1 — isign((k, $))tg %] T(ds) + ik, ) }
for a#1,

oxp {— [, (k. )| [1+ iZsign((k. s)) In((k, )] T(ds) + ik, 1
for a=1,

¢(k) =

gdzie Sy jest hipersferg jednostkowg w RY, T'(-) jest miarg spektralna.

G. Samorodnitsky and M. S. Taqqu, Stable Non—-Gaussian Random Processes, (Chapman & Hall 1994).
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Rozktad Cauchy’ego (a=1) w 2D

Dyskretna, jednorodna miara
spektralna skoncentrowana na
przecieciach osi z okregiem S,

Px,y) = Leeille e
MO N ROy
Ciagta jednorodna miara
spektralna

1 o
P(x,y) =

27 (x2 + y2 + 02)3/2°




2D réwnanie Langevin’a

o = IV + ¢, (),
dr = —VV(r)dt + odLa(t).
SzczegOllnie interesujace potencjaty:
@ harmoniczny: V(x,y) = 5r2 = 5(x® + y?),
@ czwartego stopnia: V(x,y) = 1r* = 1(x% + y?)2.
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2D biaty gaussowski

p(x.y)
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Réwnanie Smoluchowskiego

P
aégnszvwﬂmnm+asmnm
gdzie = jest utamkowym operatorem rdézniczkowym,
V - [VV(r)P(r,t)] pochodzi od sity deterministycznej
F(r) = -V V(r) dziatajgcej na czasteczke.

Dwuwymiarowy szum «-stabilny z jednorodng ciggta miarg
spektralng
== —(-a)¥2

Dwuwymiarowy szum «-stabilny z symetryczng, dyskretng
miarg spektiralng (skupiong na przecieciu S, z osiami uktadu)

o o0
= —— 4+ X

dlx|* Oyl

S. G. Samko, A. A. Kilbas and O. |. Marichev, Fractional Integrals and Derivatives. Theory and Applications (Gordon

and Breach, Yverdon, 1993).
A. V. Chechkin, V. Y. Gonchar and M. Szydlowski, Phys. Plasmas 9, 78 (2002).




2D Cauchy — potencjat paraboliczny

p(x.y)

2
2 S A A 3 210 1 2 3
V(x,y) = 3(x2 + y?) oraz szum Cauchy’ego (o = 1).

K. Szczepaniec and B. Dybiec, Phys. Rev. E 90, 032128 (2014).
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a = 0.5 — potencjat czwartego stopnia.

2 2

1 1

0 0 0.01

-1 -1

2 -2 0
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

V(x,y) = 3(x2 + y?)? oraz szum a-stabilny z o = 0.5.
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K. Szczepaniec and B. Dybiec, Phys. Rev. E 90, 032128 (2014).



2D Cauchy — potencjat czwartego stopnia

p(xy)
p(x,y)

2 03 2
1 1
0.2
0 0
0.1
-1 4
-2 0 -2

Cr- ik RN Do) 2 1 0 1 2
V(x,y) = +(x? + y?)? oraz szum a-stabilny z o = 1.

K. Szczepaniec and B. Dybiec, Phys. Rev. E 90, 032128 (2014).
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,<Zaszumiony” rownowagowy oscylator harmoniczny

Stochastyczne rownanie rézniczkowe
X(t) = —yx(t) = V'(x) + &(1)
odpowiada rownaniu Kramersa

oP oP , 8?2P
g 8X+—{[V(x +7V]P}+D28V2,

gdzie

P = P(X7 v, t|X07 Vo, tO)
Stacjonarnym rozwigzaniem réwnania Kramersa jest
Vi) mv?
ksT  2kgT

P(x,Vv) x exp l—

z ktérego widac¢, ze x i v sg niezaleznymi zmiennymi losowymi.
Dodatkowo, dla V/(x) o x? spetniona jest zasada ekwipartycji i

energii.



w<Zaszumiony” nierownowagowy oscylator harmoniczny

Stochastyczne réwnanie rézniczkowe

X(t) = —yx(t) = V(x) + (1),

ktére moze zostac¢ zapisane jako

ax®™

g = v

& = - V+D
jest powigzane z utamkowym rownaniem Kramersa

oP oP 0 0P
hPE Nt ol ST X A AV s
gdzie
P = P(x, v, t|xo, Vo, o).
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w<Zaszumiony” nierownowagowy oscylator harmoniczny
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I. M. Sokolov, B. Dybiec and W. Ebeling, Phys. Rev. E 83, 041118 (2011).



w<Zaszumiony” nierownowagowy oscylator harmoniczny

Ze wzgledu na liniowos¢ sity (F(x) = —V/(x) = —kx)
dwuwymiarowa zmienna losowa (x, v) podlega
dwuwymiarowemu rozktadowi a-stabilnemu, ale teraz:
@ dla0 < a < 2 zmienne x i v sg zalezne,
@ nie jest spetniona zasada ekwipartycji energii.

(<&



@ dla biatego szumu gaussowskiego:
e stany stacjonarne sg stanami BG,
e w stanie stacjonarnym potozenie i predkos$¢ sg niezalezne,
e dla potencjatu parabolicznego spetniona jest zasada
ekwipartycji energii.
@ dla biatego szumu «-stabilnego:
e stany stacjonarne nie sg stanami BG i istniejg dla
dostatecznie stromych studni potencjatdw,
e w stanie stacjonarnym potozenie i predkos$é nie sg
niezalezne,
@ nie jest spetniona zasada ekwipartycji energii.

Dziekuje bardzo za uwage!
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